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La periodicite de Bott joue un role primordial en if-theorie topologique. Elle 
est d'ailleurs liee intimement au theoreme d'Atiyah-Singer et plus generalement a 
la geometrie non commutative. Dans deux articles precedents |K1] et [K2 , nous 
avons demontre l'analogue de ce theoreme en if-theorie hermitienne pour des an- 
neaux discrets avec (anti)involution a<—>a, sous l'hypothese qu'il existe un element 
A du centre de A tel que A + A = 1 (on dit alors que 1 est scinde dans A). Si 1'anneau 
est commutatif et muni de l'involution triviale, ceci introduit l'hypothese que 2 est 
inversible dans A. 

Si cette derniere hypothese est anodine pour les algebres de Banach, il n'en est pas 
de meme pour des anneaux importants comme 1'anneau de groupe Z7r, ou 7r est 
un groupe discret. Une difficulte rencontree pour l'etude de ce type d'anneau est la 
divergence entre les notions de forme quadratique et de forme hermitienne. Dans 
cet article, nous developpons une theorie qui depasse cette dichotomie et qui est 
deja presente dans le travail fondamental de Ranicki [R]. Grace a cette theorie le 
theoreme de periodicite peut etre demontre pour tout anneau. Nous montrons par 
exemple que les groupes de Witt superieurs d'un corps fini de caracteristique 2 sont 
tous isomorphes a Z/2 (exemple 5.14). 

Les methodes de cet article sont beaucoup inspirees de celles de [Klj et |K2] que 
nous adaptons a notre propos, ce qui nous permet d'etre relativement bref pour 
certaines demonstrations. Un autre ingredient essentiel est un cup-produit entre 
formes quadratiques defini par Clauwens [C . Celui-ci permet de definir le mor- 
phisme de periodicite dans le cas general. L'article de Clauwens ayant ete ecrit dans 
un contexte different, nous reprenons dans un appendice les lemmes essentiels dont 
nous avons besoin pour nos demonstrations. 
Resumons brievement les differentes parties de cet article 

(1) Description de differents types de formes hermitiennes. Apres des 
rappels sur les definitions classiques utilisees, nous introduisons un nou- 
veau type de groupe orthogonal, dit "elargi" : cf. 1.6/7. Si 1 est scinde dans 
A, celui-ci coincide avec le groupe orthogonal sur 1'anneau des nombres 
duaux associe a A, soit A[e]/e 2 , note simplement A(e) dans la suite de 
l'article. 
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(2) Les groupes de Grothendieck et Bass en K theorie hermitienne. 

Nous montrons comment les theoremes principaux en K— theorie hermi- 
tienne restent valables dans le cas "elargi" . Nous precisons aussi les nota- 
tions utilisees, en suivant partiellement la terminologie du livre de Bak [?] . 
Par exemple, la notation "L" , utilisee en [Klj et |K2] . est abandonnee 
et remplacee par la notation "/CQ" , pour eviter toute ambigiiite avec les 
groupes de chirurgie. 

(3) Les groupes £ KQ n (A) pour n > et n < 0. Les definitions essentielles 
sont contenues dans ce paragraphe, en utilisant des idees bien connues en 
K —theorie algebrique. Le theoreme 3.2 permet de comparer les theories 
"max" et "min", suivant la terminologie de Bak. Nous montrons aussi 
comment les techniques de Quillen se transcrivent dans notre situation en 
une description plus geometrique des elements de e K Q n (A). 

(4) Cup-produits en K— theorie hermitienne. Le cup-produit de Clau- 
wens. Le cup-produit en if— theorie hermitienne est defini a l'aide de sa 
description en termes de fibres plats. Un cup-produit plus subtil, du es- 
sentiellement a Clauwens, est defini en 4.3 (cf. aussi l'appendice). Nous 
montrons comment tous ces produits sont relies entre eux dans le theoreme 
4.7. 

(5) Le theoreme fondamental de la K— theorie hermitienne pour des 
anneaux arbitraires. Dans ce paragraphe, nous generalisons les resultats 
principaux de [Klj et [K2] (cf. le theoreme 5.2 et la remarque 5.11). La 
relation avec les groupes de Witt est faite dans le theoreme 5.10. 

(6) Les groupes de Witt stabilises. En utilisant les resultats precedents, 
nous introduisons une theorie nouvelle de groupes de Witt "stabilises" 
generalisant ceux definis en |K4| . Ses proprietes fondamentales sont decrites 
en 6.1. Une generalisation dans le cadre des schemas a ete proposee par 
M. Schlichting [S] en supposant 2 inversible. 

(7) Appendice. Les lemmes de Clauwens. 

Remerciements. Ce travail a ete essentiellement accompli pendant le pro- 
gramme thematique sur la theorie de l'homotopie en 2007, organise au Fields Ins- 
titute a Toronto. Je remercie egalement A. Ranicki pour avoir attire mon attention 
sur Particle de Clauwens [C], J. Berrick pour la demonstration du lemme 4 en ap- 
pendice, plus simple que le lemme original de Clauwens, ainsi que M. Schlichting 
pour des commentaires pertinents apres une premiere version de ce texte. 

1. Description des differents types de formes hermitiennes et 

quadratiques. 

1.1. Soit A un anneau muni d'une (anti)involution cu—m (on dit alors que A 
est un anneau hermitien) et soilQ e = ±1 . Nous designons par V{A) la categorie 
des A— modules (a droite) qui sont projectifs de type fini (les morphismes etant 
restreints aux isomorphismes). Si E est un objet de V{A), son dual E* est le groupe 
forme des applications additives / : E — ► A telles que f(xX) = A/(x), oil A 6 A et 



On pourrait choisir plus gcneralcment un element e du centre de A tel que se = 1. Cependant, 
on se ramene a ce cas en remplagant A par M2(A), l'algebre des matrices 2 X 2 a coefficients dans 
A, munie d'une involution adequate (cf. 1.10). 
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x G E. C'est en fait un objet de V(A), la structure de A-module a droite etant dermic 
par la formule (f.X)(x) = f(x)X . Le module E et son bidual E** sont isomorphcs 
canoniquement grace a la correspondance x>— ►(/<— >f(x)). Nous identifierons E a E** 
par cet isomorphisme. Par ailleurs, si / : E — > F est un morphisme dans V(A), son 
transpose * f : F* —> E* est defini par la formule classique t (f)(g) = g-f et on a 
( /) = /, compte tenu des isomorphismes canoniques entre les modules E, F et 
leurs biduaux respectifs. 

1.2. Nous definissons une forme e-hermitienne sur E comme un morphisme 
4> : E -> E* tcl que t <j> = E(f>, ou *0 : (E*)* = E -> E* . La forme (f> est dite "non 
degeneree'' si c'est un isomorphisme. II convient de remarquer que la donnee de <j> 
equivaut a celle d'une application Z— bilincairc 

X : E x E -> A 

telle que %(a;A,y/z) = Xx(x,y)/j, si A et \i G A, x et y 6 E. La correspondance est 
donnee par la formule classique suivante 

x(x,y) = <j>(y)(x) 

La condition de e-symetrie (*0 — e <t>) se traduit par l'identite 

x(y,x) = ex(x,y) 

Dans cet article, les formes hermitiennes (f> qui nous interessent sont paires : elles 
s'ecrivent sous la forme 

4> = 0o + eVo 

II convient de noter que 4>o n'est pas determine par cette formule. Si 4>\ est un autre 
choix et si pose 7 = 4>q — 4>\, on a tr y = —£7. 

1.3. Les formes hermitiennes paires sont les objets d'une categorie note^l 
e Q max (A), definie de la maniere suivante : un morphisme 

{E,4»)^{F^) 

est un isomorphisme / entre les A-modules sous-jacents tel que le diagramme sui- 
vant commute 



4, v 

E* F* 

'/ 

1.4. Do maniere parallele, en suivant Tits [T] et Wall [Wj . on definit une 
forme e-quadratique non degeneree sur E comme une classe de morphismes 

4>o : E -> E* 

tels que (f> + — s °it une forme hermitienne non degeneree. Plus precisement, 
la classe de 4>q est definie modulo l'addition par un morphisme du type '7 — £7. 
Les formes e-quadratiques sont aussi les objets d'une categorie noteqj e S min (^4). 
Un morphisme 

(E, d> ) -H- (F,^o) 



! En suivant la terminologie de Bak [?] . 
'cf. la note precedente. 
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est un isomorphisme / entre les A-modules sous-jacents tel qu'il existe 7, morphismc 
de E dans E* , verifiant l'identite 

t /^o./ = ^o+7-£*7 (S) 

1.5. Remarques. Si A est un corps muni de l'involution trivialc, il est facile 
de voir que la categorie des 1-formes quadratiques est equivalente a la categorie 
usuelle : il suffit de poser 

q(x) = <fo(x)(x) 

Cette remarque justifie la definition abstraite introduite dans 1.3. 

Par aillcurs, si 1 est scinde dans A (cf. l'introduction), la categorie des modules 
£-hermitiens est equivalente a celle des modules e-quadratiques : avec les definitions 
ci-dessus il suffit de poser 7 = A(*/-"0o-/ — M- Ce cas se presente notamment si 2 
est inversible dans A. 

1.6. Nous allons maintenant introduire une troisieme categorie qui jouera un 
role important dans notre travail et qui sera notee Q el (A) ( "el" pour "elargi" ; cf. la 
fin de 1.7). Les objets sont quasiment les memes que ceux de la categorie e Q mm (A) 
prcccdcntc, sauf que Ton considcrc les <p comme donnes dans la structure (on no 
considere pas seulemcnt les classes de tels </>o). Un morphisme de (E, <fio) vers (F, ipo) 
est defini par un couple (/, 7), tel que l'identite (S) ci-dessus soit satisfaite. La loi 
de composition des morphismes s'explicite ainsi 

(/,7)-0/,O = (/■», C + Vrs) (C) 

ce qui est coherent avec l'identite (S). 

1.7. II est instructif de decrire plus precisement le groupe des automorphismes 
d'un objet dans chacune des trois categories. Si (E,<f>) est un objet de e <2 max (A), 
le groupe unitaire E O ul3X (E, <j>) est defini par des isomorphismes / : E — > E tels 
que 

Si on note /* = l'operateur adjoint de /, il revient au meme d'ecrire 

f*.f = Id E (ou/./* = Id E ) 

Le groupe orthogonal e O ulln (E, </>o) est defini par des isomorphismes / : E —> E 
tels qu'il existe 7, morphisme de E dans E*, verifiant l'identite 

*/■&■/ = fo +7 -e*7 (E) 

II est clair que e O nlln (E, (j) ) est un sous-groupe de e O max (i5, (f>) pour <p = </>o +£ t< p0i 
la forme hermitienne associee a 4>q. II est facile de voir que les groupes £ O ul!lx (E, <j>) 
et E O lnin (E 7 0o ) coincident si 1 est scinde dans A. 

Finalcmcnt, le groupe orthogonal elargi £ O el (E,4>o) est defini par des couples 
(/, 7) verifiant l'identite (E) ci-dessus. La loi de composition est donnee par l'iden- 
tite (C) ecrite aussi plus haut. On a un epimorphisme 

£ 6 \E,cf, a )^ £ O min (E,cf, Q ) 
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dont le noyau est egal au groupe abelien e S(E) forme des morphismes 7 : E — > E* 
tels que *7 = £7. Nous obtenons ainsi une extension de groupes non triviale en 
general 

1 eS(E) *■ e 61 (E, 0o) e O min (S, <fo) 1 

Celle-ci justifie la terminologie adoptee de "groupe orthogonal elargi" . 

Pour les calculs, il est commode d'idcntificr E a son dual par la forme hermi- 
tienne (f> associee a 4>o- Le morphisme 7 est alors remplace par un endomorphismc 
u = </> -1 7 de E. On peut de meme remplacer <p par ip = (p^ 1 ^. On a alors 
ip* = </> _1 }ip.<p — (/) _1 ( t (/)o■£0 _1 • < / , ) = 0o ) = 1 — V'- La relation (£7) ci-dessus 

s'ecrit alors f*-ip-f = ip + u — u* ou encore f~ x .ip.f = ip + u — u* puisque / est 
unitaire. 

Grace a cette traduction, la loi de composition dans e O cl (E, cpo) s'ecrit simplement 

(f,u).(g,v) = (f.g,v + g*.u.g) = (./ '.g,v + g^ 1 .u.g) 

Le noyau £ S{E) de l'homomorphisme surjectif e O il (E, (p ) — > E O lnin (E, <po) s'iden- 
tifie a Pensemble des morphismes auto-adjoints de E, note simplement S(E). L'ex- 
tension precedente s'ecrit alors de maniere equivalente 

1 -» ^ E 6l (E) ^ e O min {E) »- 1 

Dans cette extension, le groupe e O mm (£') opere a droite sur S(E) par la formule 
suivante : 

(u, g^g' 1 .u.g 

1.8. Si 1 est scinde dans A, on peut definir une section s de cette extension 
en posant 

s(g) = (g, Ka*4-g - VO) = {g, Hg^-^P-g - VO) 

II en resulte que le groupe orthogonal elargi s'identifie au produit semi-direct du 
groupe orthogonal e O(E) par le groupe additif S(E), grace a Taction definie ci- 
dessus. Une autre facon de voir les choses est d'introduire l'anneau des nombrcs 
duaux A(e) avec e 2 = et e = — e puis d'etendre les scalaires a A(e). Nous savons 
deja que le groupe orthogonal e O ulln (E) s'identifie au groupe unitaire e O m3X (E). 
Par ailleurs l'epimorphisme 

O max (£(e)) O max (S) 

a comme noyau l'enscmble des matrices unitaires du type 1+ue, e'est-a-dire verifiant 
l'idcntitc (1 + ue)(l — u*e) = 1 + (u — u*)e = 1, soit u = u* . Le groupe unitaire 
opere sur ce noyau par Paction a droite definie par la meme action : (u, g)^g~ 1 ug. 
II en resulte que le groupe orthogonal elargi O a (E) s'identifie a max (-E(e)) en tant 
que produit semi-direct. 

1.9. Considerons le cas particulier ou A = B x B op , B op etant l'anneau oppose 
a B, l'involution permutant les facteurs du produit. Si nous posons A = (1,0), on 
a A + A = 1, ce qui montre que 1 est scinde dans A. II est facile de voir que la 
donnee d'un ^4-module hermitien equivaut a celle d'un .B-module. Les categories 
£ Q max (A) et eQ min {A) sont done toutes les deux equivalentes a la categorie V(B) 
(avec les isomorphismes comme morphismes). D'apres 1.7, nous en deduisons que 
les categories e Q cl (^4) et V(B(e)) sont equivalentes. En effet, nous avons montre 
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cn 1.7 que le groupe des automorphismes d'un objet de £ Q el (^4) est le meme que 
celui des automorphismes du i?-module correspondant, vu commc un objet de B{e) 
par extension des scalaires. Puisque les classes d'isomorphie d'objets de V(B(e)) 
coincident avec les classes d'isomorphie d'objets de V(B), l'assertion resulte de 
considerations generates sur les equivalences de categories. 

1.10. Rappclons maintenant la definition du fonctcur hyperbolique classique 

H : V(A) -» £ Q min (A) 

Si E est un objet de V(A), H(E) est le A-module E © E* muni de la forme qua- 
dratiquc 

ip a : E © E* -> (E © E*)* « E* © E 

definie par la matrice 

( 1 

Si u est un isomorphisme dans la categorie V(A), on definit H(u) = g = u © *u _1 . 
On vcrific que t g.ip n .g = ip et que H{u) est done bien un isomorphisme dans la 
categorie e Q min (A). On peut decrire ce foncteur de maniere plus conceptuelle en 
considerant l'anneau A = M 2 (A) des matrices 2 x 2 a coefficients dans A et ou 
l'involution est definie par 

a b \ / d b 
c d J \ c a 

L 'equivalence de Morita demontree dans [?] §9 montre que les categories e Q mm (A) 
et £ Q min (^4) sont equivalentes. On demontre par la meme methode que les categories 
£ Q max (A) et e Q max (A) d'une part et les categories £ Q dl (A) et E Q 61 (A) d'autre part 
sont equivalentes. Le foncteur hyperbolique V(A) — ► £ Q Tain (A) est alors induit par 
l'homomorphisme d'anneaux A x A op — > M2(A) defini par 



(a, b) 



a 
b 



D'apres 1.8, cette methode a l'avantage de definir un nouveau foncteur hyperbolique 
de V(A) dans la categorie plus fine e Q Bl (A) par la composition des foncteurs evidents 
suivants induits par des morphismes d'anneaux ou des equivalences de Morita : 

V(A) -> T(A(e))~ E Q 61 (A x A°p) -» £ Q 61 (M 2 (A))~ E Q 61 (A) 

On precede de meme pour le foncteur "oubli" e Q a (A) — ► qui est la composi- 

tion 

sQ 61 (A) -» £ Q a (^ x ^)~P(A(e)) -» 

2. Les groupes de Grothendieck et Bass en K theorie hermitienne. 

2.1. Aux categories precedentes e Q max (A), £ Q min (A) et £ Q £1 (A), nous pou- 
vons associer trois groupes de AT— theorie hermitienne notes e ATQ max (j4), e KQ lnin (A) 
et e KQ a {A) respectivement, relies par des homomorphismcs canoniques 

E KQ 6 \A) — ^ £ A^Q min (A) e A-Q max (,4) , 

II est clair que u est un isomorphisme et que v est surjectif. Par ailleurs, nous 
pouvons definir Panalogue du groupes de Bass K 1 (A) en A'— theorie hermitienne. 
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Dans ce but, le lemme suivant, dont la demonstration est detaillee dans [KVj p. 61 
par exemple, est essentiel. 

2.2. Lemme. Tout module e-quadratique est facteur direct d'un module hy- 
perbolique. 

2.3. Puisque tout module projectif de type fini est facteur direct d'un module 
libre du type A n , on voit que les groupes classiques qui jouent le role de GL n (A) 
sont les groupes d'automorphismes de modules hyperboliques du type H(A n ) dans 
chacune des trois categories concernees. 

Plus precisement, ecrivons E = M © M* (on considerera le cas ou M = A n un peu 
plus tard). La forme quadratique associee est definie par la matrice 4>o precedente 
avec tjj comme forme hermitienne associee, soit 

<Po = 

Si / : E E est un homomorphismc dcfini par unc matrice / = ( ^ ^ ] , son 










'0 1 





i 




i£ 



c 



t d e t b 

adjoint est la matrice /* = ( t t 



a 



Dans le cas ou M = A n , il convient de remplacer la notation u par u , si on ecrit 
u comme une matrice n x n. En effet, la conjugaison resulte de l'identification de 
A n avec son dual (A n )*. 

2.4. Notations. On designe par e O™*(A) (resp. s O%£(A) , £ 0^ n {A)) le 
groupe unitaire (resp. orthogonal, orthogonal elargi) associe au module hyperbo- 
lique (A) n © (A n )* . 

2.5. Exemple. Supposons que A soit un corps muni de l'involution triviale 
et que s = 1. Le fait que / soit unitaire (/ £ iO^^{A)) se traduit par les identites 
suivantes (ou a, b, c et d sont des matrices n x n) : 

a. t d + b. t c= 1 

a. t b + b}a = 

c. t d + d. t c=0 

c. t b + d. t a= 1 

L'automorphisme / est orthogonal (/ e iO™'^(A)) s'il existe en outre des matrices 
h et k telles que a. t b = h — t h et c.*<i = k — t k. 

Pour decrire un element du groupe orthogonal elargi, il faut se donner en outre 
un endomorphisme defini par une matrice 2n x 2n 

a (3 
7 5 

liee a / et a la forme 4>o (cf. 1.6/7). Plus precisement, le couple (/, u) doit verifier 
l'identite suivante 

"d.a *b.d \ _/ l 0\ / a (3 \ _ ( H */3 
*ca l c.b J ~ \ J + { j 5 J 1^*7*" 

Elle resulte de l'equation (E) en 1.7, a condition d'identifier E®E* h E* (BE (avec 
E = A n ). 
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2.6. Revenons au cas general d'un anncau A quclconquc. Pour simplifier, 
nous ccrirons £ O n ,n(A) au lieu de £ 0™^(A), e O™^(A), £ 0^ n (A) en revenant a 
ces notations spccifiqucs lorsqu'il sera necessaire de distingucr les trois groupes. De 
meme, nous utiliserons la terminologic uniforme "groupe orthogonal" au lieu de 
"groupe unitaire" , "groupe orthogonal" ou "groupe orthogonal elargi" , lorsque nos 
considerations s'appliquent aux trois variantes. Avec ces conventions, le groupe or- 
thogonal infini e O{A) est defini comme la limite inductive des groupes E O n , n (A) avec 
les inclusions evidentes. En suivant l'exemplc du groupe lincairc, nous dcfinissons 
le "groupe de Bass" £ KQ\{A) comme le quotient de e O(A) par le sous-groupe des 
commutateurs [ e O(A), e O(A)]. Le fait que ce sous-groupe soit parfait resulte de 
considerations bien connues sur la stabilisation des matrices qu'on peut resumer 
par des identites generales. La premiere est la suivante : 










1 
1 









- 1 

1 



(3 
1 
p— 1 




a 
1 



3 _1 
10 
0/3 



Par ailleurs, modulo le sous-groupe des commutateurs, unc matricc du type 



peut aussi s'ecrire 



a 











a- 1 











1 



a 











a- 1 











1 





l 






Hi 







-( 







o ) 





a- 1 






1 







; ) 


(° 





i) 


1 


o / 


V o 








qui est le commutateur suivant 

a \ / 1 
110 
1 / \ 1 

Toutes ces identites (qui sont vraies dans le cadre plus general de categorie monoi'dales 
symetriques) demontrent bien que [ e O(A), e O(A)] est parfait. Pour chacune des trois 
theories considerees, on utilisera les notations s KQf ax (A), £ KQf in (A), £ KQf(A) 
ou simplement £ KQi(A). 



2.7. Theoreme 

ip i surjectif) 



Considerons un carre cartesien d'anneaux hermitiens (avec 



'■P2 



A 2 



A, 



1p2 



A' 



On a alors une suite exacte (dite de Mayer-Vietoris) entre les groupes de K-theorie 
hermitienne 



- £ KQ(A t ) © £ KQ(A 2 ) £ KQ(A') 



Z KQ(A) 



Demonstration. Ce theoreme classique peut etre demontre de diverses manieres. 
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L'une d'entre elle est esquissee dans le livre de Milnor |M| et detaillee dans celui de 
Bak [?]. Une autre demonstration est indiquee dans |KVj p. 68-70 (elle s'appliquc 
dans les trois situations). Le point important est de remarquer qu'un element du 
sous-groupe des commutateurs [ e O(A'), e O(A')] se releve en un element de e O(Ai). 
Ceci est demontre grace au lemme de Whitehead classique adapte au cas hermitien 
(cf. |KVj theoreme 2.6 par exemple). 

2.8. Dans [?] p. 191, Bak demontre une suite exacte interessante reliant les 
groupes e if £ max et e KQ mh \ Elle s'ecrit 

e KQf n (A) ^ £ KQ?^(A) ^ e S(A) e KQ min (A) ^ e K Q max (A) 

Le groupe de 2-torsion e 5(A) est explicite ainsi. Nous definissons d'abord T — T(A) 
comme l'ensemble des elements a de A tels que a = ea et A comme le sous-groupe 
de L forme des b — eb. Alors e S(A) est le quotient de r/A<8ur/A par le sous-groupe 
engendre par tous les elements de la forme 

{a®6 — b®a} et {a®& — a®bab} 

Dans la definition du produit tensoriel r/A(gur/A, Paction a droite de A sur L/A 
est (7, a)i— wya. L'action a gauche est definie de maniere similaire par (a, 7)1— >a. 7.0 
Un theoreme plus general est en fait enonce dans [?] en utilisant des "formes pa- 
rametres" arbitraires L et A. 

2.9. Remarque. La suite exacte precedente permet de definir un invariant 
des formes quadratiques proche de l'invariant de Arf en considerant des corps 
de caracteristique 2 (cf. [B2]). Dans ce cas, le groupe KQf a *(A) est reduit a 0, 
ifQ max (i) = Z et le noyau de la fleche 

KQ mia {A) ifQ max (A) = Z 

s'identifie ainsi au groupe 'E.(A) precedent : c'est le quotient de A®^A par le sous- 
groupe engendre par les relations {a®6 — 6®a}, {a®b — a®b 2 a\ et {c 2 a®b — a®c 2 b}. 
L'invariant de Arf classique est obtenu par Papplication a®b^a.b : elle est a valeurs 
dans le quotient G de F par le sous-groupe additif engendre par les relations {a 2 — a}. 
Cette application de 2(A) dans G admet une retraction induite par Papplication 

3. Les groupes de K— theorie hermitienne E KQ n (A) pour n < et n > 0. 

3.1. Pour definir les groupes £ K Q n pour n < 0, nous suivons le meme schema 
qu'en X-theorie algebrique [KVj . De maniere precise, si on pose n = — m, on pose 
KQ n (A) = KQ(S m A), ou S m A est la m i6mc suspension de Panneau A. Notons que 
Pisomorphisme 

£ KQ a {A) = e KQ niin (A) 
implique par suspensions iterees Pisomorphisme 

£ KQt n (A) - sKQ^(A) 
Le theoreme suivant est moins evident. 



10 



MAX KAROUBI 



3.2. Theoreme . L'homomorphisme 

£ KQ™ n {A) -+ E KQZ X {A) 
est surjectif pour n — 0, bijectif pour n < 0. 

Demonstration. La surjectivite pour tout n est une consequence immediate des 
definitions (car nous considerons des formes hcrmiticnnes paires). Par induction 
sur n, il sufHt dc dcmontrer l'injectivite pour n = — 1. Pour cela, ecrivons la suite 
exacte 2.8, en remplagant A par sa suspension SA et son cone CA. On obtient alors 
un diagramme commutatif 



t KQ™™(CA) s- sKQ™ ax (CA) s- e H(CA) e K<2 min (CA) e K<2 max (CA) 



£ KQf™(SA) >■ e KQ^{SA) s- £ H(SA) s- £ KQ min (SA) s- £ K2 max (SA) 

Puisque le cone d'un anneau est "flasque" (il existe un foncteur r de la categorie 
ViC A) dans elle-meme tel que T®Id soit isomorphe a r ), ses groupes de K — theorie 
hermitienne sont reduits a 0, ce qui implique que e E(CA) est aussi egal a 0. Pour 
demontrer l'injectivite de la fleche £ KQ 1 ^ 1 i(A) — ► £ KQ™\*(A), il sufHt done dc 
montrer que l'homomorphisme £ zi{CA) — > e zi{SA) est surjectif, ce qui est une 
consequence du lemme suivant. 

3.3. Lemme. Notons T(R) le groupe V defini en 2.8 pour tout anneau R. 
Alors l'homomorphisme canonique 

T{CA) -» T(SA) 

est surjectif. 

Demonstration. Un element dc T(SA) est defini par une matrice infinie M telle 
que sur chaque ligne et chaque colonne il n'existe qu'un nombre fini d'elemcnts non 
nuls et telle que f M = eM modulo une matrice finie. Soient ay les elements (en 
nombre fini) de la matrice M tels que OiJ ^ eaji . Si on remplace ces elements par 
0, on trouve une matrice N dans CA qui est £-hermitienne et dont la classe dans 
SA est egale a celle de M. 

3.4. Dcfinissons maintcnant les groupes £ KQ n pour n > 0, ce qui est plus 
delicat. En principe, il suffit de copier la construction + de Quillen a l'espace 
B e O(A), ce qui est possible car le sous-groupe des commutateurs [ e O(A), e O(A)] est 
parfait. On definit alors £ KQ n (A) comme le n l6mc groupe d'homotopie de B e O(A) + 
(pour n > 0). En fait, nous disposons de trois groupes de if-theorie hermitienne 

£ KQ^{A), £ KQT\A) et B KQ%(A) 

associes respectivement aux groupes £ O ul3X (A), £ O ulln (A) et £ O a (A). Conformement 
a la philosophie de cet article, nous adopterons la notation uniforme £ KQ n (A) 
pour ne pas compliquer l'exposition, lorsqu'il n'y a pas de risque de confusion. Ces 
groupes sont difficiles a calculer en general, comme d'ailleurs les groupes K n (A) 
de Quillen dont ils sont la generalisation. Nous verrons cependant que, dans une 
certaine mesure, les "groupes de Witt superieurs" £ W n {A) = Coker(K n (A) — > 
£ KQ n (A)) sont plus accessibles. 
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3.5. Comme il est bien connu, il existe d'autres definitions des foncteurs K n 
et e KQ n equivalentes a la construction + de Quillen. La construction dite U S~ 1 S" 
(due aussi a Quillen) est detaillee dans le cadre hermitien dans |K1| §1 et nous l'uti- 
liserons pour la preuve de 4.5. II existe aussi une definition en termes de A-fibres 
plats qui est detaillee dans |K2| p. 42 et c'est celle que nous utiliserons essentielle- 
ment ici. Rappelons-la brievement dans le cadre que nous interesse. 
On definit un A-fibre hermitien "virtuel" sur un CW-complexe X comme la donnee 
d'une fibration acyclique Y — -> X et d'un ^4-fibre plat E sur Y, la fibre etant un 
A-module projectif de type fini muni d'une forme hermitienne dans l'un des trois 
sens que nous avons donnes a ce terme (ceci veut dire que les fonctions de transi- 
tion du fibre sur Y sont des fonctions localcmcnt constantes dans chacune des trois 
categories "max", "min" ou "el" concernees). 

Deux tels fibres virtuels 

E -> Y -> X et E' -> Y' -> X 

sont dits equivalents s'il existe un fibre virtuel E\ — ► Y\ — » X et un diagramme 
commutatif 




a 



tel que u*{E x ) ^ E et a'* {Ex) S E' . 

En suivant le meme schema qu'en |K2| p. 42-50, on montre que le groupe de 
Grothendieck construit avec ces fibres virtuels est isomorphe au groupe defini par les 
classes d'homotopie de X dans e KQ {A) xB e O{A) + , note £ KQa{X), et qui est une 
"theorie cohomologique" en X. Si X est une sphere de dimension n > 0, on retrouve 
ainsi £ KQ n {A) comme le conoyau de la fleche evidente E KQ {A) — > e KQa{X). 

On peut definir le spectre de la if —theorie hermitienne par la meme methode 
qu'en if— theorie algebrique. Ainsi, dans |Klj . on demontre l'analogue du theoreme 
de Gersten- Wagoner |W] en if— theorie hermitienne : on a une equivalence d'ho- 
motopie (non naturelle) entre Sl{B e O{SA) + ) et e KQ {A) x B e O(A) + (la meme 
demonstration s'applique dans les trois cas consideres ici). Plus precisement, on 
definit le il-spectre de la if -theorie hermitienne e KQ(A) >t par les formules sui- 
vant es : 

E KQ(A) n = 0(B £ 0(S n+1 A)+) pour n > 
£ KQ(A) n = 0- n (B e O(A)+) pour n < 

En fait, ce spectre n'est qu'un langage commode. Pour pouvoir definir des cup- 
produits en if-theorie hermitienne, nous nous servirons plutot de la theorie co- 
homologique associee en termes de fibres virtuellement plats comme nous l'avons 
cxplicite plus haut. D'ailleurs, une situation analogue se presente en if —theorie 
topologique, oil les operations sont plus aisement definies sur les fibres vectoricls 
plutot que sur la grassmannienne infinic. 
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4. Cup-produits en K— theorie hermitienne. Le cup-produit de 

Clauwens. 

4.1. L'avantage du point de vue des fibres plats est une definition tres simple 
du cup-produit. Celui-ci est explicite dans K2J a partir d'un morphismc Z-bilineaire 

ip : A x B -> C 

verifiant la propriete de multiplicativite suivante 

ip(aa' ', bb') — ip(a, b)ip(a' , b') 

Le cup-produit s'ecrit alors sous la forme d'un accouplement bilineaire 

K A (X) x K B fX) - K A ® B {X x Y) 

ou la flcchc est simplement induite par le produit tcnsoricl des fibres virtucllcmcnt 
plats. Si X est un espace muni d'un point base P, il est commode d'introduirc 
la "X-theorie reduite" K A (X) = Ker[K A {X) -> K A (P) = K (A)}. Le produit 
precedent induit alors un "cup-produit reduit" 

K A (X) x K B {Y) -» K A ® B (X A y) 

En particulier, si X (resp. Y) est une sphere S n (resp. S p ) avec n et p > 0, on en 
deduit le cup-produit usuel en X-theorie algebrique (cf. aussi [L ). 

4.2. Le meme schema s'applique en K— theorie hermitienneQ- Par exemple, 
compte tenu des signes de symetrie, les cup-produits classiques sont schematises 
par des accouplements 

e A'Q max x v KQ min -» EV KQ min 

et 

e ifS max x V KQ & -» en KQ & 

De maniere precise, si nous considerons une e-forme hermitienne paire <j> — <^o+e*0o 
sur un A-module E et une forme 77-quadratique definie par une classe de de mor- 
phismes tpo sur un B- module F, alors (j)®^ est une classe de forme e7y-quadratique 
sur E (g) F. En outre, si a (resp. (3 ) est un morphisme unitaire (resp. orthogonal) 
de E (resp. F), il est facile de voir que a ® (3 est un morphisme orthogonal de 
E (g) F. De maniere analogue, si (/?, 7) est un morphisme dans la categorie v Q e ^, le 
couple (a (E> /3, a 7) definit un morphisme dans la categorie eI7 Q e \ ce qui dcfinit 
le deuxieme accouplement. 

Ces deux cup-produits, definis en termes de modules, s'etendent naturellement aux 
fibres plats ou virtuellement plats dans les categories concernees (il convient de 
noter cependant que 4>o n'est pas donne dans la structure pour le premier accou- 
plement mais seulement sa classe fibre par fibre). En considerant des fibres plats 
sur des spheres homologiques, on definit ainsi des accouplements 

,KQrr{A) x ,ifS p mi "(B) - e n KQt+ P (C) 

et 

e KQ™*(A) x V K<£(B) -» ev KQ*(C) 



A condition de supposer en outre que tp(a, b) = >p(a, b) 
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4.3. Nous allons maintenant introduire un autre cup-produit plus subtil, du 
essentiellement a Clauwens [C] . Celui-ci a ete ecrit par Clauwens pour les categories 
de modules mais il s'etend aisement aux "bonnes" categories des fibres virtuel- 
lement plats munis de formes quadratiques. De maniere precise, considerons la 
categorie v Q° l (B) ainsi que la sous-categorie e Q cla {A[s\) de £ Q cl (A[s}) formee des 
A[s]-modules provenant de A par extension des scalaires, l'involution sur A[s] etant 
induite par l'involution de A et la transformation si— »1 — s. 

Un objet de e Q ol (A[s]) peut etre decrit comme un couple {E,9), ou E est un objet 
de V(A) et 9 une forme e-quadratique sur E®zL[s\ s'ecrivant sous la forme 9nS n , 
ou 9 n est un morphismc de E vers E*. 

Considerons maintenant un objet (F, S) de r)Q cl (B) , ou S est une forme 77-quadratique 
non degeneree sur F avec A = 8 + rfS comme forme hermitienne associee. Sur E®F 
on peut alors considerer la forme e?7-quadratique definie par la formule suivante 

Cette formule se simplifie si on identifie F et son dual par l'isomorphisme A, ce 
qui revient a remplacer A -1 £ par 5. On peut de meme identifier E a E* par l'iso- 
morphisme 6>o + X)^o'^™- foncteur de dualite />—>•*/ est alors remplacee par 
le foncteur d'adjonction Un avantage de cette formulation est aussi de se 

debarrasser des signes de symetrie. La formule precedente s'ecrit alors sous une 
forme plus simple 

avec S* = 1 — S. En quclqucs lcmmcs fondamentaux (cf. [C] p. 43 et 44 et aussi 
l'appendice, ou on ecrit <\> au lieu de A _1 (5 pour eviter toute confusion), Clauwens 
montre que l'accouplement precedent 

Obj( £ Q 61o (A[s})) x Obj( v Q 61 (B)) Obj( ev Q 6 \A®B)) 

est bien defini sur les classes d'isomorphie de modules quadratiques elargis. En fait, 
Clauwens considere dans son article des modules libres mais sa methode est plus 
generate, comme nous l'explicitons dans l'appendice. En particulier, nous pouvons 
definir un cup-produit remarquable 

e ifS a »(^W) x ri KQ 6l (B) -» e , 1 KQ 6l (A®B) 

ou e K Q a ° (A[s]) est le sous-groupe de £ i ; irQ <31 (v4[s]) engendre par les modules prove- 
nant de A par extension des scalaires (ceci est stablement le cas si A est noetherien 
regulier par exemple). 

Dans les considerations precedentes, nous aurions pu remplacer la categorie Q cl 
par la categorie plus simple Q mm . La raison pour travailler dans la categorie Q cl 
est notre souhait de generaliser l'acccouplement defini sur les groupes KQq aux 
groupes KQ n dermis dans le §3 pour n > 0. Si nous choisissons la definition de la 
K— theorie hermitienne en termes de fibres plats, il nous faut montrer par exemple 
que la classe d'isomorphie de la forme quadratique n definie plus haut ne depend 
que des classes de 9 et de S. Les lemmes de Clauwens (redemontres en appendice) 
montrent la necessite de se donner le morphisme 7 dans la formule (S) en 1.4. Grace 
a ce nouveau point du vue, on peut etendre le cup-produit precedent aux groupes 
de ifQ-theorie superieurs (dans la categorie "el"), soit 

£ K^{A[s]) x V KQ«(B) -> ev KQf l+p (A®B) 
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4.4. Au debut de son article (theoreme 1, p. 42), Clauwens montre que modulo 
l'addition de A- modules hyperboliques (voir l'appendice pour un enonce precis), on 
peut se ramener au cas ou 9 est "lineaire", i.e. du type 9 = gs. En d'autres termes, 
9 n = 0, a l'exception de 9\ qui est egal a g. Puisque la forme hermitienne associee 
gs + s g(l — s) est un isomorphisme, ceci implique que g = sg(l + N), ou N est 
un endomorphisme nilpotent de E (un tel g est dit "presque hermitien"). Dans ce 
cas, la formule pour la forme quadratique k ci-dessus est tres simple : on trouve 

k = g(E>S 

(si on identifie F a son dual par A ) En d'autres termes, l'accouplement precedent 
sur les groupes KQ A generalise (pour N = 0) l'accouplement classique entre les 
formes hermitiennes (non necessairement paires) et les formes quadratiques. Un 
cas particulier important est le cup-produit 

iKQf°(SZ[s]) x V KQ$(B) -> V K Qf +p (SZ®B) = v KQf +p (SB) 

4.5. Theoreme . Soit m I'element de iKQf°{SZ[s]) = iKQf(SZ[s]) cor- 
respondant a Uelement unite dans KQqCZ[s]) = Z x Z (cf. [C] , p. 4V- Alors le 
cup-produit par u\ induit un isomorphisme entre ^KQ^B) et V K Qf +p {S B) 

Demonstration. Elle est analogue a celle en K— theorie algebrique ou hermitienne 
classique (cf. [Kl] p. 224). 

4.6. Rappelons par ailleurs qu'un autre cup-produit plus simple a ete defini 
en 4.2 : 

e KQ™%A) x v KQ; l (B) -» £11 KQl +p {A®B) 
Ces deux produits sont relies ainsi : 

4.7. Theoreme. Le cup-produit de Clauwens est partiellement associatif dans 
le sens suivant. Pour trois anneaux B, C et D, on a le diagramme commutatif (avec 
n = m + n 2 , e = ei£ 2 ) 

S1 KQ™*(C) x e2 KQ%(D[s}) x „KQ*{B) Sl KQ™{C) x e2V KQ^ +p (D ® B) 



e^KQi^dC ® D)[s}) x v KQf{B) e n KQ^ +p (C ® D ® B) 

Demonstration. C'est une consequence directe de la formule donnee en 4.3. Nous 
devons multiplier les deux membres de la formule par la meme forme hermitienne 
paire avant et apres avoir fait le produit tensoriel par A(A _1 (5)™. 

4.8. Remarque. Pour les degres negatifs, nous avons seulement a considerer 
des modules sur des suspensions iterees des anneaux consideres. La notion de forme 
quadratique elargie est alors inutile dans les demonstrations. On peut meme se 
limiter aux formes hermitiennes paires pour les degres < d'apres 3.2. 

4.9. Remarque. Si 1 est scinde dans A (par exemple si 2 est inversible), on 
a des isomorphismes KQf{A) £ KQ^{A{e)) £ K Q™ in (A(e)) avec e = -e. 
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5. Le theoreme fondamental de la K theorie hermitienne pour des 

anneaux arbitraires 

5.1. Dans ce paragraphe, nous allons designer le spectre de la if -theorie her- 
mitienne ainsi que celui de la if-theorie algebrique par des caracteres gras. De 
maniere precise, K(A) representera le spectre de la if-theorie algebrique usuelle ; ce- 
lui de la -fT-theorie hermitienne sera represente par l'un des trois spectres e KQ max (A) , 
e KQ mm (A) ou E KQ^(A), suivant la theorie consideree. En particulier, les fonc- 
teurs "oubli" et hyperbolique induisent des morphismes 

E KQ fl (A) -► K(A) et K(A) -> _ £ KQ a (A) 

dont les fibres homotopiques respectives seront notees E V e ^(A) et _ E U (A). L'enonce 
suivant generalise le theoreme de |K2j (p. 260). 

5.2. Theoreme . Nous avons une equivalence d'homotopie naturelle 

e V e7 (A) « fi_ £ U e7 (A) 

5.3. Remarques. Le theoreme est evident lorsque A — Bx B op , une situation 
deja consideree dans les paragraphes precedents. Dans ce cas, les spectres E V e *(A) 
et fi_ e U^(A) coincident tous les deux avec la fibre homotopique du morphisme 
evident K(B(e)) -» K(B)xK(B). 

Par ailleurs, si 1 est scinde dans A, nous retrouvons le theoreme fondamental de la 
-ftf-theorie hermitienne enonce dans K2 p. 260 (cf. la remarque 5.11 un peu plus 
loin). La demonstration du theoreme 5.2 va etre en fait calquec sur ccllc dc [K2 . 
Nous mentionnerons simplement ici les modifications a y apporter. 

5.4. Rappelons d'abord le principe general de la demonstration dans |K2j 
que nous appliquerons a plusieurs reprises : un morphisme d'anneaux hermitiens 
/ : A — > B induit une application entre spectres 

e KQ a (A) - E KS a (B) 

dont nous pouvons interpreter la fibre homotopique d'apres un argument adapte de 
Wagoner [W] , Pour cela, on considere le produit fibre d'anneaux 

R ^CB 



SA ^SB 

d'ou on deduit la fibration homotopique 

E KS fl (R) *- e KQ a SA) e KQ a ( S B) 

car £ KQ e *(CB) est contractile. L'espace des lacets de E KQ^(R) est done la fibre 
homotopique recherchee du morphisme 

£ KQ 6 \A) E KQ a (B) 

Deux cas importants peuvent etre consideres. Dans le premier, le morphisme 
est A x A op — > M%{A) et dans le second A ^ A x A op , tous les deux definis en 
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1.8. Si nous designontQ par U a (resp. Va) l'anneau R obtenu dans ces deux cas, 
nous voyons que e U^(A) est homotopiquement equivalent a J1 £ KQ^^(Ua) et que 
e V^(A) est homotopiquement equivalent a f2K e Q^(VA). 

5.5. Nous souhaitons definir une application 



r V 61 (SA) 



-eU 61 (A) 

L'idee, deja presente dans |K2j . est d'inclure cette application dans le diagramme 
suivant 



E KQ a (A) • 



t D a (A)- 



■K(A). 



■K(A). 



• £ V a (SA)- 



r U a (A)- 



■ E Kfi a (SA)' 



,D a (SA) • 



•K(SA) ■ 



■K(SA) ■ 



sV el( S 2 A ) 



,U a (SA) 



U a (A) 



La theorie e D e (A) est ici la fibre homotopique de l'application K(A) - 
qui est induite par le morphisme d'anneaux AxA op — > M2(A) decrit precedemment. 
Pour completer ce diagramme, nous utilisons un element remarquable de _iDg lax (Z) 
et effectuons le "cup-produit" par cet element pour definir une application naturelle 
a : e KQ a (A) -> _ e D a (A). Les details sont explicites en [K2] §2.3-8 (le fait que 1 
soit eventuellement scinde dans A n'est pas necessaire pour cet argument, commc 
il a ete deja souligne dans |K2j ). 

5.6. Nous procedons de maniere symetrique pour construire une application en 



sens inverse _ E U e (A) 
suivant 



(A) ■ 



V a (SA). Elle s' insere dans le diagramme commutatif 
K(A). 



_ E U a ( A ) 



• _ c K9 a (A) • 



- e U a (A) 



s Ee!(sA) • 
pol 



,V a (SA) • 



■K(A). 



E E a (s 2 A) 



: vel(S 2 A) 



La theorie e E (A) est ici la fibre homotopique de l'application composee 



,V a (A) 



; V a (SA x SA op ) = K(A(e)) -> K(A) 

Pour completer le diagramme, nous devons definir une application 

6 : _ £ KQ a (A) -> e E a (S 2 A) 

L'idee nouvelle par rapport a |K2j est d'utiliser maintenant le cup-produit de Clau- 
wens (ecrit de maniere relative pour la theorie E), soit 



;E*_ 2 (A) 



(avec s = — s). 

Ceci se traduit au niveau des spectres par l'application 9 . L'element de -iE^ 2 (l\s\) 

-\K Qf^ 2 (J\s\) — -iKQ^i^s]) avec lequel est effectue le cup-produit est ecrit de 
maniere explicite dans |Klj p. 243 par une matrice a 30 termes avec un leger chan- 
gement de notations (remplacer la lettre A par s). Nous devons ensuite plongcr 
l'algebre des polynomes laurentiens en les deux variables z et t dans la double 
suspension de Z[s]. 



5 En fait, pour la K— theorie, c'est a dire la K— theorie hermitienne de A X A op , nous devons 
remplacer l'anneau des nombres duaux A(e) par A, comme il a ete precise en 1.8. 
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Pour terminer la demonstration du theoreme 5.2, nous devons montrer que les 
deux compositions 



V a (SA) 



_ £ U a (A 



V a (SA) et _ £ U el (A) 



61/ 



V a (SA) 



-eU a (A) 



sont des equivalences d'homotopie. Nous nous referons de nouveau a |K2] p 273- 
277 pour le detail des arguments. Le point essentiel est l'associativite partielle du 
cup-produit etabli en 4.7 qui remplace l'associativite usuelle utilisee en |K2| . En 
effet, de cette associativite partielle, on deduit des diagrammes commutatifs 



KQf(Z[s}) x e KQl\A) 



el / 



iD$(Z[s]) x E KQ*(A) 



el/ 



^QfiZM) x £ KQf(A) 
Ce raisonnement montre que la composition 



; V el (SA) 



_ E U a (A) 



,KQf{A) 



-eDf(A) 



,KQf(A) 



; V a (SA) 



est une equivalence d'homotopie. On demontre de meme la commutativite du dia- 
gramme 



-M l (Z[s]) x E KQl\A) 



61/ 



iKQ$(Z[s}) x e KQl\A) 



61/ 



1 Df(Z[s]) x B KQ*(A) 



61/ 



-eDf(A) 



ce qui montre que la composition en sens inverse 
_ £ U a (A) - 



E V a (SA) 



?KQ n (A) 



Df{A) 



5 U«(A) 



est aussi une equivalence d'homotopie. 



5.7. Remarque. Si nous nous interessons uniquement aux "groupes de Witt 
etendus" 

e wt\A) = Coker(K n (A) -> e tfQ^(A)) 

les arguments precedents se simplifient considerablement (avec un resultat moins 
fort cependant ; a comparer avec 5.9 et 6.6). Le cup-produit par les elements U2 £ 
-iW 2 max (Z) et u-2 <E -iW^ 2 (Z[s]), associes aux elements construits en 5.5 et 5.6, 
dehnissent des homomorphismes 



wt\A) 



61 



, n+2 (A) et - e W® +2 (A) 

dont la composition (a isomorphisme pres) est la multiplication par 4 (en utilisant 
des arguments de K— theorie topologique : cf. |K1) . p. 251). Notons que £ W^(A) 



wt\A) 
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est isomorphe a e W™ [n (A) si n < et a £ W I 1 ° ax (A) si n < 0. Le groupe de Witt 
"stabilise" que nous defmirons dans le §6 utilisera de maniere essentielle le deuxieme 
cup-produit. 

5.8. Comme il a ete explicite en |K2j p. 278, le theoreme 5.2 implique une 

suite exacte a 12 termes dont les termes sont definis ainsi. Le "cogroupe de Witt" 
el 

£ W n {A) est le noyau de la Heche oubli 

eKQf(A)) - K n (A) 

Nous definissons le groupe k n (A) (resp. k n (A) ) comme le groupe de cohomologie 
de Tate pair (resp. impair) de Z/2 operant sur K n (A). 

5.9. Theoreme . Avec les definitions precedentes, nous avons une suite exacte 
a 12 termes oil, pour simplifier, nous ecrivons F pour F(A) en general, F etant 

I'un des foncteurs W , W , k ouk 

kn+1 _ e W# 2 £ Wt l kn+i " -eWt +l -Mix 

fcn+1 e Wf +2 _ e W* kn+1 E Wn+l * " k n +i . . . 

5.10. Theoreme . Supposons que 1 soit scinde dans A (par exemple que 2 
soit inversible). Les homomorphismes naturels 

£ wf(A) -> e W n (A) et £ Wi l (A) - e W n (A) 
sont alors des isomorphismes. 

Demonstration. En raisonnant par recurrence sur n, c'est une consequence immediate 
de 5.9 et du theoreme 4.3 de [K2| ( voir aussi la remarque suivantc). 

5.11. Remarque. Si 1 est scinde dans A, nous avons un diagramme commu- 
tatif de spectres 

e V a (A) ~ 0_ £ U 61 (A) 

e V(A) « ft_ £ U(A) 

ou les fleches verticales sont des monomorphismes scindes. On voit ainsi que le 
theoreme 5.2 implique le theoreme fondamental de |K2] p. 260. Nous profitons 
de cette occasion pour combler une lacune dans sa demonstration : elle supposait 
implicitement que iW(Z[s]) « Z, un resultat du aussi a Clauwens ( C p. 47). 

5.12. Nous allons conclure ce paragraphe par un calcul explicite de groupes 
de Witt dans des situations qui ne sont pas envisagees en K2 . Nous remarquons 
d'abord que par la meme methode, nous pouvons definir en bas degres des mor- 
phismes de periodicite 

e [/ mill (A) ^ _ £ ^ min (SA) et _ e V min (SA) e U min (A) 
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inverses l'un de l'autre a isomorphisme pres, en sorte que le diagramme suivant 
commute 

e U 61 {A) ^ _ £ V 61 (SA) e U 6l {A) 



E [/ mi "(A) ^ - e V™ in (SA) ^ e U min {A) 

En effet, la sophistication des fibres plats n'est pas necessaire dans cette situation. 
Par aillcurs, puisquc e KQ cl (B) est isomorphe a £ KQ ulln (B) pour tout anneau B, 
on deduit du diagramme precedent un isomorphisme e U el (A) ^> _ e J7 mm (A). Nous 
avons enfin le diagramme commutatif suivant de suites exactes 

^ E Wf(A) eU 6l {A) K(A) e KQ 61 (A) 

^ sWf in (A) *- £ U min {A) K{A) ^ e KQ™™(A) 

Puisque les trois Heches de droite verticales sont des isomorphismes, nous en deduisons 
le theoreme suivant 

5.13. Theoreme . L'homomorphisme naturel 

e Wf(A) -> e W™ m (A) 

est un isomorphisme. 

5.14. Exemple. Soit A = ¥ q un corps fini de caracteristique 2. D'apres 
Quillen, les groupes K n (¥ q ) sont des groupes finis d'ordre impair a l'exception 
de Ko(¥ q ) — Z. On a Wo(¥ q ) — Z/2, isomorphisme defini par l'invariant de Arf et 
Wi (IFg ) = Z/2, isomorphisme defini par l'invariant de Dickson. Ici les groupes de 
Witt sont ceux calcules avec la forme parametre min (c'est-a-dire ceux associes a 
des formes quadratiques) . 

Par ailleurs, la suite exacte des 12 (theoreme 5.11) se reduit en fait a une suite a 6 
termes, car e = 1 = — 1. Si on utilise le theoreme precedent, on en deduit que les 
gorupes de Witt elargis W^{¥ q ) sont egaux a Z/2 pour tout n € Z. 

6. Les groupes de Witt stabilises 

6.1. Remarque. Ce paragraphe est une extension aux anneaux quelconques 
des idees developpees dans une Note aux Comptes Rendus [K4 . Une autre exten- 
sion aux schemas est decrite dans [S]. 

6.2. Nous nous placons dans la categorie des anneaux discrets A avec invo- 
lution an^a (nous ne supposons pas la commutativite ni l'existence d'un element 
unite). Les groupes de Witt stabilises £ W n (A), avec e = ±1 et n 6 Z, que nous 
dcfinirons plus loin, verificnt les proprictcs suivantcs 

1) Exactitude. Pour toute suite exacte d'anneaux discrets avec involution 

A' >- A *- A" *- 

nous avons une suite exacte naturelle des groupes W 

e Wn+l(A) e W„ +1 L4") ^ e Wn(A') *~ e W n (A) eWn(A") > 
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2) Periodicite. Nous avons un isomorphisme naturel 

e W n (A) £* _ £ W n+2 (A) 

et par consequent une periodicite 4 par rapport a 1'indice n. 

3) Invariance par extension nilpotente. Si I est un ideal nilpotent dans 
A, la projection A —y A/I induit un isomorphisme 

£ W n (A) £* £ W n (A/I) 

En d'autres termes e W n (/) = pour un anneau nilpotent. 

4) Invariance homotopique. Si 1 est scinde dans A (en particulier si 2 est 
inversible) l'extension polynomiale A — > A[t] (ou t = t ) induit un isomor- 
phisme 

£ W n (A) £* e W n (A[t]) 

5) Normalisation. Si A est unitaire, il existe un homomorphisme naturel 

e: £ W„(A)^ £ >V„(A) 

ou S W„(A) est le groupe de Witt classique |K1] construit avec les formes 
quadratiques. Celui-ci induit un isomorphisme 

s W n (A) ® z Z'^ £ W n (A) ® z Z' 

ou Z' = Z[l/2]. 

Si A est noetherien regulier, l'homomorphisme est un isomorphisme lorsque 
n < 0. Si on suppose en outre que 2 est inversible dans A, les iW n (A), n 
mod 4, sont les groupes de Witt triangules de Balmer [Ba]. 

6.3. Pour demontrer l'existence d'une telle theorie, nous allons essentielle- 
ment utiliser les resultats du paragraphe precedent sur la periodicite en if-theorie 
hermitienne. Rappelons que dans |K2] p. 243 nous avons defini un element remar- 
quable U-2 dans 

_itfe_ 2 (z[8]) = _iA-Q a 2 (z[ s ]) 

defini par une matrice antisymetrique ayant 30 elements et a coefficients dans l'an- 
neau des polynomes laurentiens a deux variables Z[s][i, u, w -1 ]. Cet element 
nous a deja servi dans le §5 pour definir la fleche - £ U^\ 1 (A) — ► £ V^ (A). 

6.4. Dans le paragraphe 4, nous avons defini pour tout anneau unitaire A un 
cup-produit 

-iKQ%(Z[s]) x £ KQf(A) -> - £ KQt 2 (A) 
Puisque nous sommes seulement interesses aux valeurs de n qui sont < 0, nous 
pouvons remplacer les groupes KQ^ par KQ™ m (et meme KQ^ ayL pour n < 0), 
que nous noterons simplement KQ n . En outre, l'homomorphisme de periodicite 
(defini par le cup-produit avec u-2) 

13 : £ KQ n (A) -> - e KQ n - 2 (A) 

compose a gauche par la fleche oubli _ e KQ n -2(A) ~ * K n ^%(A) ou compose a droite 
par la fleche hyperbolique K n (A) — * £ KQ n (A) est reduit a (car la if-theorie de la 
suspension d'un anneau noetherien regulier est triviale). Par consequent, la limite 
inductive du systeme de groupes de if— theorie hermitienne 

£ KQ n (A) > _ E XQ„_ 2 (A) ^ £ KQ n ^(A) > _ e KQ n _ 6 (A) ■ • • 
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est aussi la limite inductive du systeme de groupes de Witt associes 

e W n (A) ^ - e W n - 2 (A) s W n - 4 {A) ^ - e W n - 6 (A) ^ • • • 

Cette limite est par definition le groupe de Witt stabilise e W n (A) que nous sou- 
haitions definir. Notons que grace a l'excision en X-theorie et en X-theorie her- 
mitienne en degres < 0, nous pouvons etendre cette definition aux anneaux non 
necessairement unitaires en definissant E KQ n (A) comme le noyau de £ KQ n (A + ) — > 
eKQ n CZ) , oil A + est l'anneau A (considere comme une Z-algebre) apres addition 
d'un element unite. La definition de e W n (A) pour A non unitaire est tout a fait 
analogue. De ces considerations et de l'excision pour les groupes KQ n si n < 0, 
nous deduisons la premiere propriete des groupes de Witt stabilises : 

6.5. Theoreme . A toute suite exacte d 'anneaux discrets avec involution 
*- A' f A *- A" 

nous pouvons associer naturellement une suite exacte des groupes de Witt stabilises 

^ e W„(A') > e Wn(A) > e W n (A") ^ e Wn-l(A') =► E W„-l(A) I 



6.6. L'isomorphisme E W n {A) = - E W n +2{A) et la periodicite 4 se deduisent 
immediatement des definitions. 

6.7. Theoreme (normalisation). Soit A un anneau noetherien regulier uni- 
taire. Alors le groupe de Witt stabilise iWo(A) (resp.-iWo(A)) coincide avec le 
groupe de Witt classique des formes quadratiques (resp. (-l)-quadratiques). En 
outre, pour tout anneau A unitaire, les homomorphismes canoniques 

e W*(A) eWr-(A) E Wr x (A) e W n (A) 

induisent des isomorphismes en tensorisant par II = Z[l/2]. 

Demonstration. Puisque les groupes de JT-theorie negative de A sont triviaux si 
A est noetherien regulier, la suite exacte a 12 termes decrite en 5.9 montre que les 
fleches de la suite 

E Wo{A) > - £ W- 2 (A) £ W^(A) > - e W. 6 (A) ... 

sont des isomorphismes. Par exemple, si e = 1 et si A est le corps a 2 elements, 
nous trouvons le groupe Z/2 (qui est detecte par l'invariant de Arf). 
Par ailleurs si A est un anneau quelconque, en utilisant la localisation en K- 
theorie hermitienne, nous avons construit en [Klj deux elements dans _iW / ™ ax (Z) 
et _iW_ ln 2 ax (Z) dont le cup-produit dans iW max (Z) est une puissance de 2. Les 
premiers isomorphismes se demontrent en se ramenant par periodicite aux degres 
negatifs. Le dernier isomorphisme resulte de la suite exacte a 12 termes demontree 
en 5.9. 
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6.8. Theoreme (invariance par extension nilpotente). Si I est un ideal 
nilpotent dans A, la projection A A/I induit un isomorphisme 

s W n (A) - e W n (A/I) 

Par consequent, £ W n (I) — pour tout ideal nilpotent I. 

Demonstration. Sans restreindre la generalite, nous pouvons supposer que A est 
unitaire. Dans ce cas, il est bien connu que tout module projectif de type fini sur 
A/ 1 provient d'un module projectif E sur A par extension des scalaires et qu'il est 
done du type E/I. Par consequent, la forme e-hermitienne sur A/ 1 est donnee par 
un isomorphisme 

ip : E/I —> (E/I)* 

Puisque if est paire, nous pouvons l'ecrire sour la forme po + e'vo- Soft <po un 
homomorphisme E — > E* tel que (po — ¥>o mod /. Alors (p — tpo + £*(^o est une 
forme e- hermitienne non degeneree E — ^ E* qui est un releve de (p. Ceci montre 
que le morphisme e KQ (A) — ► e KQ (A/I) est surjectif pour tout ideal nilpotent 
I (aussi bien pour KQ max que pour K Q mm ). II en est done de meme de 

eKQ n (A) ^ £ KQ n (A/I) 

pour n < en considerant des suspensions iterees (el, max et min coincident en 
degres n < ; cf . 3.2). La surjectivite de l'homomorphisme e W n (A) — > £ W n (A/I) 
en resulte. 

L'injectivite du morphisme e W n {A) —* £ W n (A/I) est plus delicate a montrer. En 
raisonnant par recurrence sur le degre de nilpotence de /, nous pouvons d'abord 
supposer que I 2 — 0. Par ailleurs, nous savons que tout module muni d'une forme 
hermitienne paire est facteur direct d'un module hyperbolique. C'est done l'image 
d'un projecteur auto-adjoint p, soit p 2 = p et p* = p dans un H{A n ). 
Enfin, sans restreindre la generalite (puisque nous stabilisons), nous pouvons sup- 
poser que A est la suspension SR d'un anneau R et que / — SJ ou J est un ideal de 
R tel que J 2 = 0. La demonstration de l'injectivite se resume alors a la solution du 
probleme suivant : nous considerons deux projecteurs auto-adjoints po et p\ dans 
un module hyperbolique sur A = SR tels que leurs images mod /, soient p et p 1 
sont conjuguees. Puisque e KQi(SR) = e KQ (R) en general et que le morphisme 
e KQo(R) — > E KQ (R/J) est surjectif comme nous l'avons vu precedemment, nous 
pouvons supposer sans restreindre la generality que p — p 1 ou encore p\ = po + cr, 
ou a appartient a /. De l'identite (pi) 2 — p\ et de l'egalite I 2 = 0, nous deduisons 
les relations suivantes : 

a = p a + ap 
crpoa = 

2 2 2 

a = a po = p a 

Considerons maintenant 1'endomorphisme a = 1 — po — p\ + Ip^Pi ■ Puisque 
a = 1 mod /, c'est un isomorphisme. Par ailleurs, il verific la relation ap\ = poa. 
Nous allons maintenant montrer que eta* — 1. Pour cela, on remarque que a s'ecrit 
aussi 

a = 1 — cr + 2poa 

^La surjectivite de rhomomorphisme e -ffQ™ m (A) — » E K Q" lnl (A/ /) implique la surjectivite 
de rhomomorphisme e O min (A) e O min (A/-f ). 
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et, grace aux identites precedentes, un calcul direct montre bien que 

aa* = (1 - a+ 2p a)(l - a + 2ap ) = 1 

Les projecteurs po et p\ sont ainsi conjugues par un automorphisme unitaire et 
determinent par consequent la meme classe de forme hermitienne paircfl. 

6.9. Theoreme (invariance homotopique). Soit A un anneau unitaire tel 
que 1 soit scinde dans A. II existe done un element A dans le centre de A tel 
que A + A = 1. L 'extension polynomiale A — > A[t] (avec t = t) induit alors un 
isomorphisme 

e W n {A) - e W n {A[t]) 



Demonstration. II suffit de demontrer le theoreme pour n = 0. Celui-ci est deja 
connu pour 2 inversible dans A (voir [O] pour une preuve simple). Cependant, il 
existe des anneaux ou 2 n'est pas inversible et ou 1 est scinde, par exemple le corps 
fini F4 muni de l'involution non triviale. Pour traiter ce cas plus general, nous de- 
vons reexaminer la preuve classique. En fait, le seul point qui merite une precision 
dans cette preuve est le lemme suivant. 

6.10. Lemme. Soit A un anneau avec A dans le centre de A tel que 1 = A + A. 
Soit E un A-module muni d'une forme e -hermitienne et soit a = 1 + vt un element 
de GL(E ® Z[i]) avec v nilpotent et auto-adjoint. Alors a peut etre ecrit sous la 
forme "f(t)*j(t), ou j(t) est un polynome en t dans Vanneau engendre par A et v . 

Demonstration. Nous allons construire par recurrence sur n un polynome de degre 
au plus n dans l'anneau engendre par v et A, soit j n (t) = 1 + ait + a^i 2 + • • • + a n t n , 
tel que 7n(i)*7n(*) = l + ut mod (ut) n+1 . Pour n = 1, nous posons 71 (i) = 1 + Xvt. 
Si 7„ est construit, nous avons 7n(*)*7n(*) = l+vt+b n+ i(i>t) n+1 mod {i>t) n+2 avec 
b n +i = b n+ i. Nous posons alors 7„+i(t) = (1 — Xb n+ i(vt) n+1 )"f n {t) pour obtenir 
l'identite requise 

7n+1 (t)*7„ +1 (t) = l + vt mod [ut) n+2 

6.11. Exemple. Si A est un corps fini de caracteristique 2, il est facile de 
montrer que les groupes de Witt stabilises W n (A) sont tous isomorphes a Z/2. lis 
coincident en fait avec les groupes W!^(A) en tout degre. 

6.12. Remarque. Ces groupes de Witt stabilises ont ete generalises aux schemas 
par M. Schlichting S]. Dans cette generalite, on doit cependant supposer 2 inver- 
sible. 

7. Les lemmes de Clauwens 

7.1. Lemme. La forme hermitienne associee a la forme quadratique k definie 
en 4-3 est non degeneree. 



D'apres 2.10, il revient au meme de considerer des formes hermitienne paires ou des formes 
quadratiques dans les groupes stabilises. 
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Demonstration. Nous suivons les simplications de notation indiquccs cn 4.3 en rem- 
plagant notamment S par <f> tel que <f> + <j>* = 1. Nous pouvons done ecrire 

qu'il est plus suggestif de noter 0((p). Nous avons alors 

K + K* = Y, + = E + E^^ 1 ~ W 

Par ailleurs, on sait que le polynomc en s defini par 9 n <E>s n + ^2(9 n )* (g>(l — s) n est 
inversible (e'est la forme hermitienne H associee a 9). II en resulte evidemment que 
k + k* est inversible. On peut aussi l'ecrire H(4>) avec un abus d'ecriture evident. 

7.2. Lemme. Si on change 6 = J2 ^" s ™ en 9 + Z — Z*, les formes quadratiques 
associes k et k' sont equivalentes. 

Demonstration. La forme quadratique 9 — ^9 n s n est modifiee en 

Par consequent n est modifiee en n + a{cf)) — (a{cf)))* (remplacer s par <f) ). 

7.3. Lemme. Modulo Vimage de KQ(A) dans KQ el °(A[s]) (et meme d'une 
forme hyperbolique sur A), tout element de ce dernier groupe peut etre represente 
par une forme lineaire en s. 

Demonstration. Soit 9 = J^o ^« s " unc forme quadratique de degre N. L'iden- 
tite suivante et un raisonnement par recurrence sur N montre qu'on peut reduirc 
le degre de a ou 1 

1 -s (9 N )*(l-s) N - 1 \ f 9 \/ 1 \ ( 9-9 N s N -s \ 
1 1 -1 + sl0 = 9 N s N ~ 1 1 

00 1 / \ / \ 9 N s N - 1 1 / \ 1/ 

Si 9 s'ecrit 9o + 9\s, on peut aussi climincr lc terme constant en ecrivant que 9 
est equivalente a 

9 + 9 lS - 9 (l - s) + (9 )*s = (9 1 +9 Q + (9 )*)s 
ce qui demontre le lemme. 

Le lemme precedent nous montre qu'il suffit dc verifier la validite du produit de 
Clauwcns defini en 4.3 (memos notations), dans le cas ou 9 est une forme lineaire 
en s, soit as avec a presque symetrique, i.e. a* = er(l + N), avec N nilpotcnt. II 
nous faut montrer ensuite que le cup-produit de Clauwens ne depend que de la 
forme quadratique associee a 8 (ou l'endomorphisme <f> grace a l'identification de 
F a son dual). Rappelons qu'on a aussi identific E a son dual par l'isomorphisme 

Si on pose G = E®F, la transpose* '/ d'une application f de G dans son dual 
s'identifie egalement a son application adjointe /* (cf. les remarques faites en 4.3). 
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7.4. Lemme. Soit cf> et ( deux endomorphismes de F tels que <j> + <j>* = 1. 
Pour tout entier p > 0, il existe alors un isomorphisme f p de G sur son dual tel 
que 

{f P )*{o-®<j>)f p = a®(<j> + (-C) + Z p -(Z p )* mod {aNP +1 (g>l) 
oil N = a^ x a* — 1 est nilpotent et oil ['expression mod (aN p+1 ®l) signifie une 
somme de morphismes du type o~N p+1 <S>k p +i + cr-/V p+2 (g>K p +2 + . . . (qui est finie 
puisque N est nilpotent). 

Demonstration. Puisque a* = a + aN, on a a*N k (&l — <jN k ®\ mod (<jN k+1 ®l). 
On a de meme N* k crN r = aN r+k mod crN r+k+1 (gil. Nous allons maintenant 
construire f p et Z p par recurrence sur p. Pour p — 0, on pose f — 1 ct Z = 
Pour definir f p+ i a partir de f p , on ecrit 

{f p )*(a®4>)Ip-['y®{4> + C-C) + Z p -{Z p y] = -aNP +1 ®n p+1 mod (aNP +1 ®l) 

On pose alors U — N p+ i®k p+ i et f p+ \ = f p + U et Z p+i = Z p + U*{a®(f)) 
En travaillant mod (crA rp+2 ®l), on obtient les identites suivantes 

- [o-®(4> + C-D + z p+1 - (z p+1 )*] 
= (/p+i)* W)/p+i - (f P )* (*®4>)f p - (z p+1 - z p ) + ((z p+1 y - (z p y)-aNP +1 ® K 

= U*{(T®<i)) + {<j®<t>)U -U*(o-®(f))) + {o-*®<f)*)U -o-NP +1 ®n = 0-NP+ 1 ((/) + (!)* -1)k 
= mod o-NP +2 ®l 

Ceci acheve la demonstration du lemme. 
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